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Abstract 
 

The success of oil well drilling process depends on the correct prediction of the velocities and stresses fields 
inside the gap between the drill string and the rock formation. Using CFD is possible to predict the behavior of the 
drilling fluid flow along the annular space, from the bottom to the top of the well. Commonly the drilling fluid is 
modeled as a Herschel-Bulkley fluid. An alternative is to employ a non-linear viscoelastic model, like the one 
developed by Phan-Thien-Tanner (PTT). In the present work the PTT constitutive equation is used to model the drilling 
fluid flow along the annular space. Thus, this work investigates the influence of the Deborah number on the laminar 
flow pattern through the numerical solution of the equations formed by the coupled velocity-pressure-stress fields. The 
results are analyzed and validated against the analytical solution for the fully developed annular pipe flow. The relation 
between the Deborah number (De) and the entry length is investigated, along with the influence of high values of 
Deborah number on the friction factor, stress and velocity fields. 
 
 
1. Introdução 
 
 As indústrias de alimentos, química e de conformação de polímeros, além da indústria do petróleo, comumente 
trabalham com misturas líquidas de características não-newtonianas, o que torna a adequada compreensão das 
características do escoamento dos fluidos não-newtonianos de vital interesse econômico. 
 Existem diversos modelos matemáticos que buscam representar o escoamento de fluidos não-newtonianos. 
Esses modelos podem ser divididos em categorias, de acordo com as características do fluido que representam. Na 
maioria dos estudos do escoamento de fluidos não-newtonianos em espaços anulares, aplicados à indústria, são 
utilizadas funções de viscosidade, para o modelo de fluido newtoniano generalizado já consagradas, como Bingham, 
Lei de Potências e Herschel-Bulkley. Apesar desses modelos representarem bem muitas situações usuais nos 
escoamentos de fluidos de perfuração, existem modelos mais complexos e capazes de detalhar melhor a dinâmica do 
escoamento.  
 Dentre os modelos existentes estão aqueles que representam o comportamento de fluidos nos quais observam-
se efeitos viscosos e elásticos associados. Esses modelos são chamados de viscoelásticos (Bird et al., 1987). 
 O modelo viscoelástico PTT (Phan-Thien e Tanner, 1977) é baseado na teoria de redes poliméricas e considera 
movimentos não-conjuntos das cadeias poliméricas, isto é, o deslizamento entre a rede molecular e o meio contínuo. 
Este modelo foi testado por vários especialistas, como Tanner (2002), que classificaram-no como um dos modelos que 
mais se aproxima de dados experimentais e o mais adequado para escoamentos de cisalhamento, que é o caso de um 
tubo anular.  
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 O objetivo do presente trabalho é simular e analisar o escoamento laminar de fluidos viscoelásticos, avaliando 
a influência do número de Deborah nos perfis de tensão, no fator de atrito e no comprimento de desenvolvimento do 
escoamento.  
 As simulações são realizadas no programa comercial PHOENICS-CFD, baseado no Método dos Volumes 
Finitos de Patankar (1980) e é uma ferramenta de dinâmica dos fluidos computacional bastante utilizada. Este programa 
possui um código semi-aberto que permite ao usuário modificar algumas rotinas existentes ou implementar novas 
rotinas. No presente trabalho, as equações escalares do tensor de tensões viscoelástico são adicionadas ao código do 
PHOENICS-CFD. 
 A análise do comportamento do escoamento de diferentes fluidos viscoelásticos, escoando em um tubo anular, 
pode fornecer informações interessantes para melhoria do processo de perfuração de poços de petróleo, e para o 
aprimoramento da formulação dos fluidos de perfuração. 
 
 
2. Modelagem Matemática 
 
2.1. Geometria 

 A Fig. 1 ilustra a geometria do tubo anular concêntrico e o sistema de coordenadas cilíndricas utilizado. L é o 
comprimento total do tubo, ir  o raio interno e or  o raio externo. O parâmetro k  representa a razão entre os raios. No 
presente trabalho emprega-se 0, 25= =i ok r r .  
  
 

 
Figura 1 – Geometria do tubo anular e sistema cilíndrico de coordenadas. 

 
 
2.2. Equações Governantes 

 Para que a solução do problema proposto se torne mais simples e o custo computacional das simulações 
reduzido, adotam-se algumas hipóteses que simplificam as equações governantes. Essas hipóteses são: regime 
permanente, escoamento incompressível, laminar, axissimétrico, bidimensional e isotérmico; tensor de tensões 
simétrico; tensões de cisalhamento nulas na direção θ , desprezam-se efeitos gravitacionais.  
 Para abordar o problema em questão, adota-se a equação da conservação da massa (1) e da conservação da 
quantidade de movimento (2), em coordenadas cilíndricas (Bird et. al., 1987). 

 0
t
ρ ρ∂
+∇ =

∂
vi  (1) 

 ( ) ( )p
t
ρ ρ ρ∂

+ ∇ = ∇ − +
∂

v vv σ I gi  (2) 

 
onde v é o vetor velocidade, ρ  a massa específica, σ  o tensor extra de tensões, g  o vetor gravidade, p  a pressão 
termodinâmica local e I  a matriz identidade.      
 
 Aplicando as hipóteses simplificadoras, a equação da conservação da massa fica da seguinte forma: 
 

 ( )1 0r zrV V
r r z
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (3) 

 
onde rV  e zV  são as componentes radial e axial da velocidade, respectivamente.  
   As componentes da equação da conservação da quantidade de movimento assumem a forma: 
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onde rrτ , zzτ  e θθτ  são as tensões normais e rzτ  a tensão cisalhante. 

Como condições de contorno, adotou-se um perfil de velocidade uniforme e conhecido na entrada do tubo,  
condições de não-deslizamento e impermeabilidade nas paredes e de pressão nula na saída do tubo. 
 
2.3. Equações constitutivas do modelo PTT 

A equação constitutiva do modelo PTT, proposta por Phan-Thien e Tanner (1977) pode ser expressa, para um 
material com um único tempo de relaxação λ , por: 

 

 ( ) 2T Y Gξ
λ

∇

+ − + =τ Dτ τD τ D  (6) 

 

onde 
∇

τ  é a derivada convectiva do tensor de tensões, D  o tensor taxa de deformação, ξ  um parâmetro que determina 
os efeitos do deslizamento entre as cadeias poliméricas do fluido e G  o módulo de relaxação do fluido. O parâmetro G  
é expresso pela razão entre a viscosidade à taxa de cisalhamento nula ( )0η  e o tempo de relaxação ( )λ .      

No presente trabalho adota-se o modelo PTT simplificado, chamado de PTT Affine (Tanner, 2002), no qual os 
efeitos de deslizamento entre as cadeias poliméricas são desconsiderados ( )0ξ = .  

Para a função Y , que computa os efeitos elásticos do escoamento, é utilizada a forma linear: 
 

 1 tr( )Y
G
ε⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
τ  (7) 

 
o parâmetro ε  indica a resposta extensional do fluido a uma tensão.  

Aplicando as hipóteses simplificadoras têm-se as componentes escalares do tensor de tensões para o modelo 
reológico PTT Affine (Tanner, 2002): 
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3. Modelagem Numérica 
 As equações de (3) a (5) e de (8) a (11) a serem resolvidas no PHOENICS-CFD devem ser implementadas na 

forma geral mostrada pela equação (12).  
  

 ( ) ( ) ( )
t φ φ φρφ ρ φ φ∂

+∇ = ∇ Γ ∇ + +
∂

v S Pi i  (12) 

                transiente    convectivo     difusivo         fonte  
 
Na equação (12), φΓ  é o coeficiente difusivo, Sφ  e Pφ  são os termos fonte. Os termos, φΓ , Sφ  e Pφ  assumem 

formas diferentes em função da variável φ , que pode ser uma componente da velocidade ou da tensão. O primeiro 
termo desta equação diferencial geral representa a parcela transitória do fenômeno, seguida da parcela relacionada à 
aceleração convectiva. Do lado direito aparecem a parcela difusiva e os termos fonte. O operador divergente ( )φ∇i  
representa a quantidade líquida da variável vetorial φ  que cruza as fronteiras de um volume de controle. O termo Pφ  
representa a componente do termo fonte dependente da pressão e Sφ  os termos fonte de outra natureza (Spalding, 
1994). 
 O programa permite a ativação ou desativação de cada um dos termos apresentados na equação (12). Patankar 
(1980) adverte que, no caso de um termo não poder ser ajustado à equação diferencial geral, deve ser explicitado como 
parte do termo fonte. Assim, no presente trabalho, as parcelas das equações governantes que não se encaixam no termo 
difusivo nem no termo convectivo, são adicionadas no termo fonte Sφ  (Spalding, 1994). 
 Após a discretização das equações pelo método dos volumes finitos (Patankar, 1980), o programa 
PHOENICS-CFD emprega o método SIMPLEST para o tratamento do acoplamento pressão-velocidade, sendo a 
equação da quantidade de movimento sucessivamente corrigida até que se obtenha um resíduo abaixo de um valor pré-
estabelecido (PHOENICS, 1991). O esquema Híbrido é utilizado para a interpolação das grandezas escalares e 
vetoriais. 
 A validação numérica é feita com base nos resultados analíticos propostos por Pinho e Oliveira (2000). 
 
 
4. Resultados  
 
4.1 Influência do número de Deborah. 

 O número de Deborah é um parâmetro característico de fluidos elásticos, expresso pela razão entre o tempo 
característico de relaxação do material (λ ) e o intervalo de tempo no qual foi aplicada uma deformação ou tensão sobre 
esse material. 
   Na investigação da influência do número de Deborah, inicialmente realizou-se um teste de malha para 

50De = . Este valor de Deborah foi adotado porque a solução analítica proposta por Pinho e Oliveira (2000), para uma 
condição de escoamento completamente desenvolvido, mostra que valores de Deborah acima de 50 não resultam em 
variação significativa nos perfis de tensão e no fator de atrito. Assim, na análise dos perfis e do fator de atrito, não é 
necessário simular valores de Deborah superiores a 50.  
 Após o teste, a malha escolhida para o estudo do efeito do número de Deborah foi de 200 200× , não-
uniforme, com refinamento nas regiões próximas às paredes e na entrada do tubo. Este refinamento é necessário porque 
os gradientes de tensão e velocidade são muito mais elevados nas regiões próximas às paredes e na região de entrada do 
tubo devido ao desenvolvimento do escoamento. 

Para todos os valores de De  simulados obteve-se convergência numérica. À medida que o valor de Deborah é 
elevado, as simulações se tornam mais lentas, mas como será visto mais à frente, mesmo para 150De =  obteve-se 
convergência. Os valores analisados para De  foram limitados a 150, devido ao tempo computacional excessivo de 
simulação para esses níveis de elasticidade do fluido. 
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Figura 2 - Influência do número de Deborah no perfil da componente axial da velocidade adimensional, para o 
escoamento completamente desenvolvido. Malha de 200×200 não-uniforme, 0, 25ε = . 
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Figura 3 – Influência do número de Deborah no perfil da (a) tensão cisalhante adimensional e da (b) tensão normal 
adimensional, para o escoamento completamente desenvolvido. Malha de 200×200 não-uniforme, 0, 25ε = .   

 
A figura 2 apresenta o efeito do número de Deborah na forma do perfil da componente axial da velocidade. 

Observa-se um achatamento do perfil com o aumento do número de Deborah. 
Nas figuras 3a e 3b observa-se uma redução significativa das tensões cisalhante e normal, respectivamente, 

com o aumento de De . Estas alterações nos perfis com o aumento da elasticidade do fluido se devem à ampliação do 
efeito shear-thinning. Este efeito implica na redução da viscosidade do fluido com o aumento da taxa de deformação 
(Pinho e Oliveira, 2000). 
 Observa-se na figura 3, que entre 20De =  e 50De = , a influência do número de Deborah no escoamento já é 
muito pequena.    

Para o estudo da influência de Deborah sobre o comprimento de desenvolvimento do escoamento, foram simulados 
valores de 0,1 150De< < .   

A influência da elasticidade ( De ) sobre o comprimento de desenvolvimento do escoamento e sobre o fator de 
atrito é apresentada na figura 4a e 4b, respectivamente. 
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Figura 4 - Influência do número de Deborah sobre o (a) comprimento de desenvolvimento numérico adimensional 
( )hLe D  e (b) fator de atrito de Fanning. Malha de 200×200 não-uniforme. 

 
Percebe-se na figura 4b uma grande redução do fator de atrito com a elevação da elasticidade do fluido. Isso 

ocorre devido à já mencionada ampliação do efeito shear-thinning com o aumento da elasticidade. Esta redução pode 
ser útil na indústria, pois permite uma redução significativa na perda de energia por atrito. Os erros relativos, na figura 
4b, entre as soluções numéricas e analíticas são da ordem de 0,15%. 

Observa-se também, na figura 4b, que esta redução significativa no fator de atrito se dá no intervalo 
0 10Deε< < , sendo que a influência da elasticidade no fator de atrito é mínima além dessa região.  

A influência do número de Deborah sobre o comprimento de desenvolvimento do escoamento é apresentada 
na figura 4a. A análise desta influência para fluidos viscoelásticos é rara na literatura e fornece informações 
interessantes. A figura 4a mostra a razão entre o comprimento de desenvolvimento ( )Le  e o diâmetro hidráulico ( )hD  
do tubo em função do número de Deborah (neste caso com De  variando entre 0,1 e 150). 

Nota-se que até 50De = , a relação hLe D De×  é praticamente linear e a partir deste ponto, a influência de 
De  sobre o comprimento de desenvolvimento reduz-se progressivamente.  A equação (15) expressa a relação entre o 
comprimento de desenvolvimento numérico adimensional e o número de Deborah, para 1 150De≤ ≤ , Re 500=  e 

0, 25ε = . 
 

 3 2
1 2 3 4

h

Le c De c De c De c
D

= − + −  (13) 

 
sendo que 1 0,0036c = , 2 1,323c = , 3 168,01c = , 4 138,63c = , com R2=0,999. 

Como já mencionado, a influência do aumento do número de Deborah sobre os perfis de tensão (figura 3) e 
sobre o fator de atrito (figura 4b) torna-se cada vez mais reduzida. Isso ocorre porque, a partir de De  próximo de 50, 
os efeitos elásticos sobre o escoamento já estão bastante pronunciados, e os efeitos viscosos muito reduzidos, assim não 
ocorre mais um acréscimo significativo nos efeitos elásticos com a elevação de De . 

As figuras 5, 6 e 7 mostram os campos de velocidade e tensão cisalhante, para diferentes valores de De , ao 
longo do tubo anular concêntrico. A seta e a linha pontilhada mostram a região do tubo em que o escoamento se 
desenvolveu completamente. A velocidade de entrada do fluido é de 0,0833 m/s para todos os casos apresentados. 

 

 

 
Figura 5 – Campo de (a) velocidades e (b) tensões cisalhantes para 6De = . Malha de 200×200 não-uniforme. 
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Figura 6 – Campo de (a) velocidades e (b) tensões cisalhantes para 20De = . Malha de 200×200 não-uniforme. 
 
 
 

  
Figura 7 – Campo de (a) velocidades e (b) tensões cisalhantes para 50De = . Malha de 200×200 não-uniforme. 

 
 Nas figuras 5a, 6a 7a observa-se claramente o aumento do comprimento de desenvolvimento do escoamento 
com o aumento do número de Deborah. Nas figuras 5b, 6b, e 7b observa-se uma redução significativa das tensões de 
cisalhamento com o aumento de De . 
 
 
5. Conclusões 
 

  Nesse artigo foi apresentado um estudo do escoamento de um fluido de perfuração, representado pelo modelo 
viscoelástico PTT, em um tubo anular concêntrico. Foram realizadas simulações numéricas empregando o programa 
PHOENICS-CFD, com o objetivo de se avaliar a influência do número de Deborah nas características do escoamento.   

Com o controle de instabilidades numéricas, foi possível simular e avaliar o escoamento de fluidos bastante 
elásticos (até 150De = ). Observou-se que, para uma condição de regime permanente, a elevação do número de 
Deborah, a partir de valores próximos de 50 (com 0, 25ε = ), não influencia significativamente nos perfis de 
velocidade e tensão, pois para esta configuração os efeitos elásticos já estão bastante pronunciados. A influência de De  
sobre o comprimento de desenvolvimento do escoamento também cai progressivamente a partir de valores próximos de 
50.  

No caso da redução do fator de atrito com a elevação do número de Deborah, isto é, com o aumento da 
elasticidade do fluido, notou-se que até 20De =  a redução é significativa, mas a partir deste valor a redução passa a ser 
mínima. 

A determinação de campos de velocidade e tensão, assim como o estudo da influência da elasticidade do fluido 
(número de Deborah) sobre o escoamento, fornecem informações interessantes para o projeto de fluidos de perfuração 
mais eficientes, permitindo uma otimização do processo de perfuração de poços. 
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